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AVANT-PROPOS 
Un probl~me bien connu de la th6orie des graphes consiste ~t d6terminer le genre 
le plus bas possible de la surface close, orientable ou non, sur laquelle on peut inscrire 
un complexe de r6gions deux h deux voisines, en nombre donn6 n. Sous sa forme 
duale, le probl~me concerne le graphe complet de n sommets et son incription sur 
la m6me surface close. 
Le probl~me, compl~tement r6solu pour les surfaces non orientables (G. Ringel, 
1954), est en voie de trouver 6galement sa conclusion dans le cas des surfaces orientables: 
en effet, la th6orie g6n6rale, achev6e n D6cembre 1967 par les Professeurs Ringel et 
Youngs, pourvoit h tous les cas sauf sept, h savoir (en appelant nle hombre de r6gions 
voisines): n ~ 18, 20, 23, 30, 35, 47, 59. 
Le proc6d6 de construction propos6 ici permet de r6soudre les quatre premiers cas. 
La difficult6 d'application croit avec le nombre n; cependant il ne parait pas impossible 
d'obtenir par ce moyen une solution pour n = 35. 
1. INTRODUCTION 
Un des problbmes fondamentaux de la th6orie des graphes consiste 
dans le coloriage des cartes g6ographiques trac6es ur une surface donn6e: 
on sait que ce coloriage doit ~tre r6alis6 avec le nombre minimum de 
couleurs diff6rentes et de telle faqon que deux d~partements ayant une 
ligne fronti6re commune soient de couleurs distinctes. 
Sur le plan ou la sph6re, le probl~me aboutit h la c616bre conjecture des 
quatre couleurs, dont aucune d6monstration n'a pu ~tre donn6e. 
Sur les surfaces closes de genre >0, le probl6me peut se r6duire h celui 
des r6gions deux ~t deux voisines (cas off chaque classe chromatique ne 
comprend qu'un d6partement), ainsi que l'a prouv6 G. A. Dirac [1]. 
D'autre part, le probl6me des r6gions voisines, sous sa forme duale, 
* En hommage aux Professeurs G. Ringel et J. W. T. Youngs. 
t Editors note: The last four of the cases n = 18, 20, 23, 30, 35, 47, 59 were solved 
by Ringel and Youngs in early 1968. 
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revient ~ inscrire un graphe complet sur une surface close, et par 
cons6quent il est 6quivalent aux deux probl6mes uivants: 
Inscrire sur une surface donn~e le graphe eornplet ayant le plus grand 
hombre de sommets possible; 
inserire le graphe eomplet de n sommets sur la surface (orientable ou non) 
du genre le plus bas possible. 
(On appelle genre du graphe Kn le genre de la surface orientable ainsi 
d6termin6e.) 
La th6orie de ce probl6me ayant 6t6 plusieurs fois expos6e, nous 
r6duirons les indications ur ce point au strict n6cessaire. 
Appelons p le genre de la surface orientable consid6r6e t n le nombre 
maximum de r6gions deux ~ deux voisines qu'on peut y inscrire. Heawood 
a montr6 [3] que les deux nombres 6taient li6s par l'in6galit6 suivante: 
[7 + ~/1 ~- 48 p ]  
n ~< [ 2 J 
[a] d6signant le plus grand nombre entier inf6rieur ou 6gal ~ a (a ~ 0). De 
cette in~galit~, on tire la suivante: 
P >~ i (n - -  3 ) (n -  4) I 
12 
{a} d6signant le plus petit nombre entier sup6rieur ou 6gal ~t a (a > 0). 
Selon la conjecture de Heawood, c'est le signe d'6galit6 qui serait 
valable dans les expressions (1) et (2). 1 La conjecture duale (conjecture des 
graphes complets) affirme que le genre du graphe complet Kn a pr6cis6ment 
pour valeur 
i(n--3)(n12 - -4)  i" 7(K~) 
Le probl6me se divise naturellement en 12 cas, suivant les valeurs de n 
dans les classes r6siduelles modulo 12. Voici le tableau des r6sultats 
obtenus (chaque cas porte le num6ro de la classe r6siduelle corres- 
pondante): 
K7 : P. J. Heawood, 1890; 
K 8 ~t KI~ et une partie du casn ~ 7: L. Heffter, 1891 ;
K13, K15 et le cas g~n6ral n ~ 5: G. Ringel, 1954; 
x La conjecture correspondante existe pour les surfaces non orientables; elle a 6t6 
d6montr~ par G. Ringel en 1954 dans tous les  cas, sauf pour la surface de genre 2 
(bouteille de Klein) qui fair exception; dans ce cas, alors que ie nombre de Heawood 
est 6gal ~ 7, on ne peut inscrire plus de 6 r6gions voisines sur la surface, comme l'a 
demontre P. Franklin en 1934. 
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les cas 3, 7, 10: Ringel, 1960; 
cas n ~ 4: W. Gustin, 1963; 
casn ~ 12: C. M. Terry, L. R. Welch et J. W. T. Youngs, 1965; 
les cas 1, 6 et 9: Youngs, 1966; 
les cas 2, 8 et I1: Ringel et Youngs, D6cembre 1967. 
La m6thode g~n~rale, qui repose sur de tr6s belles constructions 
math6matiques, est donc aujourd'hui compl6te. Dans certains cas 
cependant, elle est inapplicable n d6but de s6rie, si (en posant n = 12 
s + r) la valeur de s est trop petite. C'est ainsi que les valeurs suivantes 
de n font exception: 
n = 18, 30 (casn ~ 6); n = 20 (cas n ~ 8); n = 23, 35, 47, 59 (casn ~ 11). 3 
Un proc6d6 simple, qu'on pourrait qualifier de g6om6trique, nous a 
fourni la solution des cas correspondant ~t n = 18,20, 23, 30. Son 
application apparait de plus en plus malais6e ~t mesure que n augmente. 
Toutefois on peut probablement encore l'utiliser pour r6soudre le cas 
n = 35. 
2. LES SCI-IEMAS REPRESENTATIFS DES SOLUTIONS 
On ne peut pas songer h d6crire les solutions du probl6me au moyen de 
figures. Mais un complexe de r6gions voisines, une fois inscrit sur une 
surface d6termin6e, peut ~tre repr6sent6 par un sch6ma chiffr6, de la fa~on 
suivante: apr6s avoir d6fini sur la surface un sens d'orientation etnum6rot~ 
les r6gions, on fera correspondre h chacune d'elles une suite de nombres 
indiquant les r6gions limitrophes dans l'ordre de succession des ar~tes 
communes. La fronti6re 6tant une courbe ferm6e, la suite obtenue st ~t 
consid6rer comme cyclique, le premier num6ro &ant le successeur du 
dernier. I1 apparalt imm6diatement que ce sch6ma num6rique repr6sentera 
aussi bien le graphe dual de la configuration d6crite que cette configuration 
elle-m~me, ~t cause de la correspondance biunivoque des ar~tes. 
Ringel a d6montr6 que si un poly6dre orientable donn6 a tous ses 
sommets de degr6 3, son sch6ma repr~sentatif ob~it ~t la r6gle suivante 
(r6gle R*): 
Si la ligne i du schdma comporte l s lettres (ou chiffres) a k b se succ6dant 
dans cet ordre, la ligne k comporte la succession b i a. 
Nous consid6rerons des complexes de r6gions voisines poss6dant la 
propri~t6 ci-dessus, mais n'ayant pas obligatoirement une fronti~re simple. 
Si la fronti6re se compose de plusieurs courbes ferm6es imples, ce qui 
est le cas des r~gions non 616mentaires, nous proposons de repr6senter 
2 See Editors note above. 
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chaque fronti~re simple par une suite cyclique distincte, isol6e dans la 
ligne correspondante par des parenth&es. Ainsi 
i. (a b c ) (de f )  
repr6sentera une r6gion "cylindrique" ou, en d'autres termes, une anse 
(la surface orientable de genre p pouvant &re consid6r6e comme une 
sphere munie de p anses). Une r6gion k repr6sent6e par 
k. (I m n)(p q r)(s t u) 
sera hom6omorphe fi une sph6re perc6e de trois trous. 
Une solution du probl~me sera donc repr&ent6e par un sch6ma 
constitu6 de n lignes repr6sentant chacune une r6gion, l'ensernble ob6issant 
b, la r+gle R* et chaque ligne contenant au moins une fois dans sa suite de 
nombres le num6ro d'ordre de chacune des autres. Eventuellement une 
mSme r6gion pourra avoir plus d'une fronti&e commune avec une autre, 
auquel cas une m~me lettre figurera plusieurs fois dans une ligne donn6e 
du sch6ma. De plus, le complexe de r6gions pourra comporter des r6gions 
non 616mentaires, repr6sent6es dans le sch6ma comme il a 6t6 dit ci-dessus. 
En fait, les conditions impos6es par la formule de Heawood limitent 
&roitement ces possibilit6s, sous peine d'61ever au-dessus du minimum 
th6oriquement pr6vu le genre de la surface utilis6e (ceci sera pr6cis6 au 
paragraphe suivant). 
3. CONSTRUCTION DE NOUVEAUX SCHI~MAS 
Nous nous proposons fl pr&ent de construire, fl partir d'un complexe 
de n r6gions satisfaisant fl la conjecture de Heawood et ayant tous ses 
sommets communs fi trois ar&es seulement, un complexe poss6dant les 
mames propri6t6s, mais comportant une r6gion de plus. Le sch6ma 
initial et le sch6ma final devront donc vdrifier l'un et l'autre la r6gle R*. 
Pour passer du premier au second, nous d6finirons, g6om6triquement 
et dans le sch6ma num6rique, les op6rations uivantes. 
OPERATION I. "Dilater" un sommet pour cr&r une face triangulaire 
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Sur le sch6ma, voici la transformation correspondante: 
a....bciiil b. ' "ca  --+ Ib . . . . c fa  c. ab  ic.  . . .a fb . . .  
~fabe  
L'op6ration I laisse inchang6 le genre de la surface t cr6e trois nouveUes 
ar~tes. On peut en outre v6rifier imm6diatement que le sch6ma modifi6 
ob6it encore ~ la r6gle R*: cette condition n6cessaire sera 6galement 
respect6e par les op6rations d6crites ci-apr6s. 
OPERATION II. R6unir plusieurs faces kl, k2, ks ..... en une seule 
r6gion k (non 616mentaire) au moyen de nouvelles anses (Figure 2). Chaque 
addition d'une anse 616re de 1 le genre de la surface. 
-\ \ \  / ' / ' / "  
/ ' ' \ f 
FIGURE 2 
La repr6sentation decette op6ration sur le sch6ma, suivant la notation 
que nous avons propos6e, sera tr6s simple: 
kl.abc 
k2' de f  
kz .gh  i 
9 , . 
k " (a b c)(d e f ) (g  h i)( " 9 9 ) 
On notera que chaque parenth6se r pr6sente une permutation cyclique 
des nombres qu'elle contient; de plus, comme les diverses fronti6res imples 
n'ont aucune liaison entre elles, les diff6rentes parenth6ses peuvent &re 
permut6es ~t volont6 dans la ligne h laquelle elles appartiennent. 
OPI~RATION III. R6duire deux courbes fronti6res imples d'une m~me 
r6gion 5. une seule (Figure 3). 
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j -- / 
~ / ,, n 
q \',, 
FIGURE 3 
Prenons le cas le plus simple, celui d'une r6gion dont la fronti6re se 
compose de deux courbes ferm6es simples: une telle r6gion est topo- 
logiquement 6quivalente 5- la surface lat6rale d'un cylindre, ou encore 
fine couronne circulaire. Pour la rendre 61ementaire, nous relierons un 
sommet S choisi sur l'une des courbes fronti6res fl un sommet T choisi 
sur l 'autre par un arc de courbe simple ST. Elargissant cet arc en une 
bande 6troite adjacente aux quatre r6gions a, d, m, q, nous partagerons 
celle-ci en quatre r6gions que nous annexerons aux r6gions adjacentes, 
de mani~re 5_ ~tablir trois nouvelles ar~tes fronti~res: a-q, d-m et (au 
choix) a-m ou d-q (sur la figure, c'est l'ar~te a-m qui a 6t6 choisie). 
Sur le sch6ma, la transformation se pr6sente ainsi: 
k.m. ... n k q (a. m a cbb'''k dd)(m n ''' q)l 
rk. ab . . . cdmn'"pq  
l a. ... b k qmd ~d. ' "amk c"  ! m. "" n kdaq . -  q. makp ". 
Si l 'on veut obtenir l'arr~te d-q au lieu de rar~te a-m, les changements 
apporter aux lignes a., d., m., q. sont les suivants: 
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a~ . . .bkqd . . .  
9 . . aqmkc  . . .  
9 . . .nkdq  . . .  
9 . .mdakp . . .  
Les r6gions a et d cons6cutives sur la premiere fronti6re peuvent ~tre 
choisies ~t volont6; de m~me les r6gions met q cons6cutives sur la seconde, 
puisque chaque parenth6se repr6sente une permutation circulaire. On 
remarquera en outre que l'orientation joue un r61e dans cette op&ation: 
s'il est possible, comme dans le cas de la Figure 3, de rendre voisines les 
r6gions a et q d'une part, d et m d'autre part, cela exclut la possibilit6 de 
rendre voisines ti l a fo i s  les r6gions a et m d'une part, d et q d'autre part: 
la bande joignant les deux fronti6res erait alors un ruban de M/~bius et 
tout l'ensemble deviendrait non orientable. 
La r6p6tition de l'op6ration III permet de rendte d6mentaire une r6gion 
dont la fronti6re est constitu6e par un nombre quelconque de courbes 
ferm6es simples. Chaque fois qu'elle est appliqu6e, elle produit trois 
nouvelles ar&es. 
OPERATION IV. Rendre deux r6gions voisines aux d6pens du voisinage 
de deux autres (Figure 4 ci-dessous): 
~ o b 
FIGURE 4 
Sur le sch6ma, la transformation correspondante s'op6re ainsi: 
a . . . . k i . . .  
b . . . . i k . . .  
i . . . ' akb . . .  
k . . . .b ia  . . .  
k b i  
. . . i ak  
9 . .ab  . . .  
9 . .ba  . . .  
Cette transformation, qu'on pourrait d6nommer "6change de l'ar~te 
i - k  contre l'ar~te a-b" ,  est d'un usage constant. L'ar~te a-b  pouvant ~t son 
tour ~tre 6chang6e, la r6p6tition du proc6d6 engendrera de v6ritables 
chatnes d'6change. Si deux r6gions ont deux ar&es fronti6res en commun, 
l'une ou l'autre, alternativement, pourra ~tre consid6r6e comme superflue 
et 6chang6e, donnant naissance ~t une telle chaine; mais il sera souvent 
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utile d'6changer de la m~me mani~re une arate n6cessaire, ne f.aisant pas 
double emploi et qu'il faudra restituer ensuite. 
On pourrait partir de ce proc6d6 de construction pour d6montrer /t 
nouveau certains r6sultats 6tablis notamment par Ringel [7]: un complexe 
de r6gions satisfaisant/l la conjecture de Heawood a toujours moins de 6 
arates superflues. Le nombre de ces arates superflues d6pend de la classe 
r6siduelle modulo 12/t laquelle appartient n: s in = 12 s + r, 
r = 0, 3, 4, 7, il y a 0 ar~te superflue. 
r = 1, 6, 9, 10, il y a trois ar~tes uperflues. 
r = 2, 5, il y a cinq ar~tes uperflues. 
r = 8, 11, il y a deux ar~tes uperflues. 
Toute la d6monstration pourrait &re reprise h partir de la constatation 
suivante: l'adjonction d'une (n + l)-~me r6gion n6cessite n ar&es 
fronti6res nouvelles; d'autre part l' introduction de manses uppose m + 1 
op6rations Iet m op6rations III, soit un total de 3(2m + l) -- 6m § 3 ar6tes. 
Les r6sultats ci-dessus s'ensuivent par induction. 
Notons encore que l'op6ration III produisant r6guli6rement 3 ar~tes, 
le complexe de r6gions qui est solution du probl6me pourra comporter un 
d6partement on ~l~mentaire (~conomie d'une op6ration III) s i r  = 1, 6, 9, 
I0, puisque la th6orie pr6voit une marge de trois ar~tes superflues. Ceci 
sera bient6t 6clair6 par un exemple. 
4. EXEMPLES SIMPLES D'APPLICATIONS DE CE PROCEDI] 
Avant de passer aux cas non encore r6solus, il convient de pr6ciser la 
m6thode expos6e b~ l'aide d'exemples imples. 
Consid6rons le sch6ma de 7 r6gions (partition du tore en 7 hexagones): 
1. 3 4 2 6 5 7  
2. 4 5 3 7 6 1  
3. 5 6 4 1 7 2  
4. 6 7 5 2 1 3  
5. 7 1 6 3 2 4  
6. 1 2 7 4 3 5  
7. 2 3 1 5 4 6  
Pratiquons l'op6ration I sur les sommets (1 4 2) et (3 5 6); puis l'op6ration 
II: 
8. (1 4 2) O 5 6) 
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Unifions la fronti6re de la r6gion 8. pour obtenir les ar~tes uperttues: 1-3, 
1-6, 2-3: 
8 .142356 
1 . . . .48632- .  
2 . ' "1384"  
3 . ' - '58216""  
6 . ' "3185" . -  
Par l'op6ration IV, pratiquons les 6changes uivants: 1 ~ 1-3--~ 4-7; 
2 ~ 2-3 --~ 5-7 --~ 1-4 --~ 7-8. 
(Dans la suite, pour des raisons de commodit6 typographique, l s fl6ches 
seront remplac6es par des barres de fractions s6parant les ar~tes 
successives.) 
Le sch6ma de huit r6gions est maintenant complet: 
1. 8 6 3 2 6 5 4 7  
2. 4 5 7 6 1 3 8  
3. 5821647 
4. 6 7 1 5 2 8 7 3  
5. 1683724 
6. 1 2 7 4 3 1 8 5  
7. 2 5 3 4 8 1 4 6  
8. 1742356 
Le sch6ma de neuf r6gions s'en d6duit tr6s ais6ment: 
Op6ration I: 9a. 126;  9b. 487 .  
Op6ration IV: 1-6/5-9a; 4-7/3-9b. D'ofl 9a. 1265;  9b. 4873.  
Op6ration II: unification de 9a et 9b au moyen d'une anse: 
9. (1265) (4873) .  On peut 6conomiser l'op6ration III: le d6partement 9 
reste non 616mentaire, comme il a 6t6 indiqu6 ~t la fin du paragraphe 
pr6c6dent. 
En changeant la num6rotation des r6gions, nous verrons apparaitre l s 
automorphismes t la symftrie de ce sch6ma: 
I. 9 7 2 6 8 5 4 3  
3. 9 1 4 8 2 7 6 5  
5. 9 3 6 2 4 1 8 7  
7. 9 5 8 4 6 3 2 1  
8. 9 2 3 4 7 5 1 6  
6. 9 8 1 2 5 3 7 4  
4. 9 6 7 8 3 1 5 2  
2. 9 4 5 6 1 7 3 8  
9. (1357) (864  
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Nous conjecturons qu'un tel schdma (sans ar~tes uperflues, mais avec 
une r6gion non 616mentaire) xiste pour chaque valeur de n = 12 s + r 
(r = 1, 6, 9 ou 10). Le sch6ma $9 semble 6tre essentiellement unique; pour 
n = 10, /t notre surprise, nous n'avons pu trouver de solution et tr6s 
probablement il n'en existe pas. En revanche, nous en avons trouv6 
plusieurs pour n = 13, une pour n = 18, 21, 22. I1 resterait h trouver 
une construction g6n6rale pour chacune des quatre classes r6siduelles 
modulo 12. 
Pour revenir au probl6me principal, nous donnerons encore un exemple, 
afin de montrer qu'on peut tr~s bien utiliser comme sch6ma initial un 
sch6ma incomplet. 
Soit/t 6tablir une solution pour n = 11. On peut partir du sch6ma $10 
6tabli par G. Ringel ([7], p. 117-120); mais ses trois ar~tes uperflues e 
trouvent dans la mSme ligne et leur utilisation n6cessiterait quelques 
6changes d'arStes pr6alables. II vaut donc mieux partir du sch6ma ~r ~(10) 
(p. 117 du m~me article), puisqu'aussi bien notre proc6d6 nous permet 
d'6tablir les ar~tes manquantes x-y ,  y -z ,  z -x  en m~mc temps que les l0 
ar&es frontiSres de la r6gion 11. Nous aurons /~ employer deux anses 
nouvelles (donnant 3 op6rations I + 2 op6rations I I I  qui produiront 15 
ar~tes nouvelles: les 13 manquantes indiqu6es ci-dessus et deux arStes 
superflucs, comme le pr6voit la th6orie). Pour unifier la notation, nous 
remplacerons x par 8, y par 9 et z par 10. 
1. 78  2693 4105 
2. 1 8 3 7 9 4 5 1 0 6  
3. 2 8 4 1 9 5 6 1 0 7  
4. 3 8 5 2 9 6 7 1 0 1  
5. 4 8 6 3 9 7 1 1 0 2  
6. 5 8 7 4 9 1 2 1 0 3  
7. 6 8 1 5 9 2 3 1 0 4  
8. 7 6 5 4 3 2 1  
9. 7 5 3 1 6 4 2  
10. 3 6 2 5 1 4 7  
Op6ration I: l l a .  1 3 4; l l  b . 2 5 10; l l c .  7 6 8. 
Pratiquons l'op6ration I I I  sur lib et 1 lc : 
ll~b,) 2 5 10 7 6 8 
2. ..- 5 11 8 10 ." 
10. .'- 2 8 7 11 5 ... 
7. ... 6 11 10 8 ... 
8. ... 7 10 2 11 6 --- 
Nouvel les ar~tes: 
8-10 (manquante) 
7-8^ f (superflues) 
- Io l  
SURFACES CLOSES ORIENTABLES 187 
OIMration IV: 2-8/1-3/9-1 I.
Pour que la demi6re op6ration II I  puisse 6tablir simultan6ment les 
deux ar~tes qui manquent  encore (8-9 et 9-10), il faut pratiquer d'abord 
l'6change (op6ration IV) %10/8-11. D'o~ 11. (1934) (25108768)  ou 
(9341) (87682510) .  
Opdration I I I : 
11 .9341.8768 
9. "" 3 11 10 8 1 
1. -'- 9 8 11 4 "" 
8. -'- 7 11 1 9 10 
10. "" 8 9 11 5 "-" 
2510 
. . .  
D'oi l  le sch6ma final: 
1. 4 10 5 7 8 3 2 6 9 8 l l  
2. 4 5 11 8 10 6 1 3 7 9 
3. 5 6 l0 7 2 1 8 4 11 9 
4. 6 7 10 1 ll 3 8 5 2 9 
5. 7 1 l0 11 2 4 8 6 3 9 
6. 1 2 10 3 5 8 11 7 4 9 
7. 2 3 10 4 6 11 8 1 5 9 
8. I 7 11 1 9 10 2 11 6 5 4 
9. 3 11 10 8 l 6 4 2 7 5 
10. 5 1 4 7 3 6 2 8 9 11 
11. 9 3 4 1 8 7 6 8 2 5 10 
(Ar6tes fronti6res en double: 1-8, 8-1 I.) 
5. SOLUTIONS POUR n = 18, n ~- 20, n = 23 
Avant de connaRre la m&hode g6n6rale de construction des sch6mas 
orientables pour r6soudre le probl~me, nous avions d6duit du sch6ma $7 
la s6rie des solutions pour les valeurs de n allant de 8 ~t 23. Nous en 
extrayons les sch6mas Sis,  S~o, $23 qui correspondent aux trois premiers 
cas non encore r6solus. 
Dans le paragraphe suivant, nous exposerons la d6duction compl6te 
qui nous a permis de construire le sch6ma Sa0. 
Le sch6ma Sis correspond ~ une surface orientable de genre p = 18. 
582/6/2-6 
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1. 14 17 9 18 7 5 12 4 13 10 6 2 11 8 3 16 15 
2. 1 6 9 8 16 12 10 5 13 14 7 17 18 4 15 3 11 
3. 1 8 4 18 9 7 14 5 6 11 2 15 10 17 13 12 16 
4. 1 12 15 2 18 3 8 10 9 5 7 11 17 14 6 16 13 
5. (4 9 12 1 7) (6 3 14 15 13 2 10 8 17 11 16 18) 
6. 1 10 16 4 14 11 3 5 18 8 13 17 12 7 15 9 2 
7. 1 18 16 17 2 14 3 9 lO 13 15 6 12 8 11 4 5 
8. 1 11 7 12 14 16 2 9 13 6 18 15 17 5 i0 4 3 
9. 1 17 16 14 13 8 2 6 15 11 12 5 4 10 7 3 18 
10. 1 13 7 9 4 8 5 2 12 11 14 18 17 3 15 16 6 
11. 1 2 3 6 14 I0 12 9 15 18 13 16 5 17 4 7 8 
12. 1 5 9 11 10 2 16 3 13 18 14 8 7 6 17 15 4 
13. 1 4 16 11 18 12 3 17 6 8 9 14 2 5 15 7 10 
14. 1 15 5 3 7 2 13 9 16 8 12 18 lO 11 6 4 17 
15. 1 16 10 3 2 4 12 17 8 18 11 9 6 7 13 5 14 
16. 1 3 12 2 8 14 9 17 7 18 5 11 13 4 6 lO 15 
17. 1 14 4 I1 5 8 15 12 6 13 3 10 18 2 7 16 9 
18. 1 9 3 4 2 17 10 14 12 13 11 15 8 6 5 16 7 
Ce sch6ma compor te  une r6gion "cy l indr ique" :  la r6gion n ~ 5, dont  une 





















n = 20 p ~ 23 
8 4 5 17 11 16 15 19 6 14 9 3 20 2 12 13 7 10 18 
1 20 9 11 5 13 3 16 19 7 15 6 4 14 18 10 8 17 12 
1 9 4 19 5 7 11 17 15 10 12 16 2 13 14 6 8 18 20 
1 8 14 2 6 13 17 18 I1 12 19 3 9 20 10 15 16 7 5 
1 4 7 3 19 10 9 14 16 20 13 2 11 19 8 15 12 6 18 17 
1 19 17 10 16 13 4 2 15 9 18 5 12 7 20 11 8 3 14 
1 13 15 2 19 18 14 17 20 6 12 8 11 3 5 4 16 9 10 
1 18 3 6 11 7 12 20 17 2 lO 13 9 15 5 19 16 14 4 
1 14 5 10 7 16 17 19 12 18 6 15 8 13 11 2 20 4 3 
1 7 9 5 19 11 14 12 3 15 4 20 16 6 17 13 8 2 18 
1 17 3 7 8 6 20 15 14 10 19 5 2 9 13 12 4 18 16 
1 2 17 16 3 10 14 20 8 7 6 5 15 18 9 19 4 11 13 
1 12 11 9 8 10 17 4 6 16 18 19 14 3 2 5 20 15 7 
! 6 3 13 19 20 12 10 11 15 17 7 18 2 4 8 16 5 9 
1 16 4 I0 3 17 14 11 20 18 12 5 8 9 6 2 7 13 20 19 
1 11 18 13 6 10 20 5 14 8 19 2 3 12 17 9 7 4 15 
1 5 18 4 13 10 6 19 9 16 12 2 8 20 7 14 15 3 11 
1 10 2 14 7 19 13 16 11 4 17 5 6 9 12 15 20 3 8 
1 15 20 14 13 18 7 2 16 8 5 11 10 5 3 4 12 9 17 6 
1 3 18 15 11 6 7 17 8 12 14 19 15 13 5 16 10 4 9 2 
Les ar~tes superflues ont  5-19 et 15-20. 
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n = 23 (p = 32) 
1. 23 19 12 17 6 9 2 7 18 20 8 5 16 14 3 11 22 21 15 13 4 10 
2. 1 9 20 15 4 11 5 13 3 16 19 6 21 22 17 14 10 8 18 23 12 7 
3. 1 14 23 5 17 15 10 22 16 2 13 18 6 8 20 9 19 4 12 21 7 11 
4. 1 13 22 18 9 11 2 15 23 6 16 8 7 14 17 21 20 5 12 3 19 10 
5. 1 8 12 4 20 6 15 18 22 19 17 3 23 7 21 9 14 13 2 11 10 19 16 
6. 1 17 I0 16 4 23 13 21 2 19 15 5 20 12 11 7 22 23 8 3 18 14 9 
7. 1 2 12 13 15 19 14 4 8 17 20 22 6 11 3 21 5 23 16 9 10 18 
8. 1 20 3 6 23 14 22 9 17 7 4 16 21 18 2 10 13 19 11 15 12 5 
9. 1 6 14 5 21 13 17 8 22 12 23 10 7 16 15 11 4 18 19 3 20 2 
10. 1 4 19 5 11 21 12 22 3 15 20 16 6 17 13 8 2 14 18 7 9 23 
11. 1 3 7 6 12 14 21 10 5 2 4 9 15 8 19 18 17 16 13 20 23 22 
12. 1 19 13 7 2 23 9 22 10 21 3 4 5 8 15 14 11 6 20 18 16 17 
13. 1 15 7 12 19 8 10 17 9 21 6 23 18 3 2 5 14 20 11 16 22 4 
14. I 16 20 13 5 9 6 18 10 2 17 4 7 19 21 11 12 15 22 8 23 3 
15. 1 21 23 4 2 20 10 3 17 22 14 12 8 11 9 16 18 5 6 19 7 13 
16. 1 5 19 2 3 22 13 11 17 12 18 15 9 7 23 21 8 4 6 10 20 14 
17. 1 12 16 11 18 21 4 14 2 22 15 3 5 19 23 20 7 8 9 13 10 6 
18. 1 7 10 14 6 3 13 23 2 8 21 17 11 19 9 4 22 5 15 16 12 20 
19. 1 23 17 5 22 20 21 14 7 15 6 2 16 5 10 4 3 9 18 11 8 13 12 
20. 1 18 12 6 5 4 21 19 22 7 17 23 11 13 14 16 10 15 2 9 3 8 
21. 1 22 2 6 13 9 5 7 3 12 10 11 14 19 20 4 17 18 8 16 23 15 
22. I 11 23 6 7 20 19 5 18 4 13 16 3 10 12 9 8 14 15 17 2 21 
23. I I0 9 12 2 18 13 6 4 15 21 16 7 5 3 14 8 6 22 11 20 17 19 
Les ar~tes superflues ont 5-19 et 6-23. 
6. CONSTRUCTION DU SCHEMA CORRESPONDANT A n = 30 
Pour  le cas cor respondant  ~ n ---- 30, nous exposerons h nouveau le 
d6tail des t ransformat ions:  en effet le sch6ma final (un tableau de 906 
chiffres !) ne parle gu6re h I 'esprit;  de plus, on peut tou jours  craindre que 
des erreurs n 'a ient  6chapp6 /t la correct ion;  enfin la compl icat ion du 
probl6me exige une adaptat ion  de la m6thode employ6e. 
Apr6s un essai infructueux ~t part i r  du sch6ma ~,c-lJ nous avons pr6f6r6 
util iser comme sch6ma initial $28, trouv6 par  W. Gust in  [2] cor r i#  par  
J. W. T. Youngs  [ l l ] ,  p. 343. (Sans doute est-ce la pr6sence de deux 
"vor t i ces"  (sommets  jouant  un r61e part icul ier dans le sch6ma 
combinato i re)  qui  rend malais6 l 'emplo i  du sch6ma ~'(-1~ Nous  aurons  ~(29) J' 
donc ~ ajouter  au sch6ma deux r~gions (ou sommets,  si l 'on  consid~re 
le graphe dual) et 28 + 29- - - -57 ar&es nouvel les.  Le sch6ma final 
compor tera  9 anses suppl6mentaires,  oit 9 op6rat ions I I I  et 11 op6rat ions 
I (deux de plus, puisqu' i l  y a deux r6gions nouvelles):  au total  60 ar&es 
nouvel les,  donc une marge de 3 ar~tes uperflues, selon la th6orie. 
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Le sch6ma $28 peut 8tre enti6rement d6crit h l'aide de ses deux premi6res 
lignes: 
1. 16 4 1025 20 2 19 24 5 14 6 11 12 8 26 9 7 28 13 27 21 18 22 23 3 15 17 
2. 15 3 9 26 19 1 20 23 6 13 5 12 11 7 25 10 8 27 14 28 22 17 21 24 4 16 18 
La ligne 1. engendre toutes les lignes impaires d'apr6s la loi suivante: 
en ajoutant 2 (modulo 28) h chacun des chiffres constituant la ligne i., 
on obtient la ligne i q- 2. Par la m~me loi, la ligne 2. engendre toutes les 
lignes paires. 
Appelons x et y les deux nouvelles r6gions que nous allons construire 
simultan6ment. 
x. (20 2 1)(3 22 4) (l~re et 2~me op6rations I)
ldre opdration I I I: 
x. 20 2 1"3 22 
20. 2 x 4 3 1 
1. 20 3 x 2 
3. 22 x1204 
4. 320x22 
(nous sous-entendons d6sormais les .-. indiquant 
que la ligne n'est pas reproduite ta entier.) 
Nous obtenons 3 ar~tes uperflues, que nous indiquerons dor~navant par 
un D (double): D: 1-3; 3-20; 4-20. 
Op6ration IV: 3-20/23-24/13-14. 
y. (1 23 3)(4 18 20) (3~me et 4~me op6rations I)
Op6ration IV: 1-3/15-y; 4-20/17-y. D'ot~ y. (1 23 3 t5)(4 18 20 17) 
5dme opdration I: x. (14 24 13); 
Op6ration IV: 13-14/23-x; d'ofa x. (20 2 1 3 22 4)(14 24 13 23). 
Op6ration IV: Emprunt 4-23/19-26/2-16/4-18/6-y. 
2~me opdration I I I: 
y. 3 15 1 23.4 6 
3. 15 y 17 23 
23 3 17 4 y I 
4. 6 y 23 17 
17. 423 3 y 20 
18 20 17 
4--23 r6tablie; D: 3-17, 17-23. 
6~me operation I: x. (16 26 25); 
Op. IV: 17-23/16-25J21-x; 
(16 26 25 21). 
d'ofa x. (20 2 1 3 22 4)(14 24 13 23) 
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7~me op&ation I: y. (5 7 19) 
Op. IV: 3-17/5-19/21-y; Emprunt 17-20/26-y; Emprunt 18-20[ 
12-y; 
Emprunt 2-18/4-15/7-8/25-26/15-x. 
8~me op&ation I: x. (17 8 18) 
3~me opdration I I I :  
x. (17 8 18 9 2 1 3 22 4 20)(14 24 13 23)(16 26 15 25 21) 
17. 8 x 20 18 
18. 17 20 2 x 8 R6tablissement de 17-20, 18-20, 2-18. 
2. 1 x 18 20 
20. 2 18 17 x 4 
Op. IV: Emprunt 17-26/13-y; Emprunt 20-26/28-y. 
4~me op&ation I I I :  
x. (17 8 18 2 1 3 22 4 20 9 26 15 25 21 16)(14 24 13 23) 
17. 8 x 16 26 20 
20. 17 26 x 4 R6tablissement de 17-26, 20-26; D: 16--17. 
26. 15 x 20 17 16 
16. 26 17 x 21 
9~me opdration I: y. (2 8 27) 
Op. IV: 16--17/1-25/10-20/13-19/12-21/17-22/2-27/14-y; 
Emprunt 23-27/8-18/11-x; Emprunt 14-23/19-x. 
5~me op&ation I I I :  
y. (142 8 27.4  6 18 12 20 28 26 13 17 3 15 1 23)(5 7 19 21) 
14. 2 y 23 27 
27. 14 23 4 y 8 R6tablissement de 14-23, 23-27; D: 4--27. 
4. 6 y 27 23 
23. 4 27 14 y 1 
lOOme op&ation I: x. (10 6 27); 
Op. IV: Emprunt 4-12/10-27/9-x; 4-27/9-10/28-x; Emprunt 9-28/ 
5-x. D'oi~ x . (17811 182132242026152521 16) (1424132319)  
(10 6 27 9 5 28) 
l l~me op&ation I: y. (16 11 24); 
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6dme operation III: 
x. (16 17 8 11 18 2 1 3 22 4 20 26 15 25 21.24 13 23 19 14)(1062795 28) 
16. 17 x 14 24 21 
21. 16 24 x 25 D: 16-24, 14-16, 21-24. 
24. 13 x 21 16 14 
14. 24 16 x 19 
Op. IV: 16-24/22-y; 21-24/2-8/10-y;  
Emprunt 5-16/12-15/22-23/1-7/9-28; 
14-16/8-28/6-23/2-5/12-13; 
Emprunt 5-11/4-13; Emprunt 5-13/4-12. 
7~me opdration III: 
y. (11 24 22 16.7 19 21 5)(1 23 14 2 10 8 27 4 6 18 12 20 28 26 13 17 3 15) 
11. 24 y 5 16 
16. 11 5 7 y 22 R6tablissement de5-11, 5-16; 
7. 19 y 16 5 D: 7-16. 
5. 7 16 11 y 21 
Op. IV: Emprunt 2-10/25-y; Emprunt 2-6/5-13 
8~me 






9 5 28 10.1 3 22 4 20 26 15 25 21 24 13 23 19 14 16 17 8 11 18 2 
x 2 10 
2 1 x 28 R6tablissement de 2-6, 2-10; 
x 10 2 D: 1-I0. 
10 6 x 18 
Op. IV: Emprunt 21-26/3-6/12-18/9-y;  
Emprunt 5-26/22-27/2-3/!) -15/8-17/13-x;  
Emprunt 13-17/x-y.  
9~me opOration I I I: 
y. 26 13 X17 3 15 1 23 14 2 25 10 8 27 4 618 9 122028"5 11 24 22 16 7 19 21 
26. 13 y 21 5 28 
28. 26 5 y 20 R6tablissement de21-26, 5-26; 
5. 11 y 28 26 21 D: 5-28. 
21. 5 26 y 19 
I1 reste b, pr6sent 3 ar6tes manquantes h 6tablir: 12-x, 7-x, 13-17, et 6 
ar~tes en double (superflues): 1-10, 4-13, 7-16, 12-13, 5-28 et 13-x. 
L'ach6vement de la construction se fait uniquement ~t l'aide de 
l'op6ration IV. 
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A. Recherche de 12-x: 
1 o) 13-x/8-y/10027/9-12/24--y/ll-22/18-21/1-28/9-13/4-22/25-x/15-21/14-23/27-y/ 
2 o) 5-28/23-x/13-19/10020/1-25; 4-10; 
3 o) 1-10/4-25/8-x; 
4 ~ ) 4-10/9-25/23-24/3-20/1-4; 
5 ~ ) 1-25/4-20; 
6 o) 1-4/16-20/9-27/12-x. 
B. Recherche de 7-x: 
1 o) 4-20/1-x/3-10/14-28/2-8/21-24/16-x/14-17/24-25/3-23/17-20/18-26; 
2 o) 7-16/5-y/11-28/3-4/1-21/27-28/17-18/7-26; 
3 o) 12-13/21-25/6-15/11-16/5-21/20-26/18-x; 
4 ~ 18-26/7-x. 
C. Recherche de 13-17: 
1 o) 7-26/3-25/5-23/2-x/6-18/12-y/20--24/3-13/8-14/2-5/13-x/19-24/1-4/21-x; 
2 o) 18-x/6-11/1-16/20025/4-15/2-18/6-20/8-22/10024/12-26/14-28/3-10/l-x/20-21 ; 
3 ~ ) 4-13/11-12/1-2/10o19/15-20/4-28; 
4 o) 21-x/4-20/16-28/8-13/14-y/2-27/3-17; 
5 o) 20-21/26-27/11-22/24-y/9-20/19-27/16-25/20-23/2-17/3-21 ; 
6 o) 8-x/4-25/9-15/2-3/21-22/17-18/27-28/1-21/3-20/13-17. 
Ceci 6tablit l'existence d'un sch6ma $80, v6rifiant la conjecture de 
Heawood et poss6dant rois arStes superflues (3-17, 3-21 et 4-28). Sans 
doute existe-t-il aussi des solutions comportant une r6gion non 616mentaire; 
nous ne l 'avons pas v6rifi6. I1 serait int~ressant de savoir si la solution 
ci-dessus peut ~tre abr6g6e ou remplac6e par une plus simple. Du moins 
le casn  ----- 30 est-il pourvu. Nous donnons ci-apr~s le sch6ma auquel 
nous sommes parvenu par le moyen des transformations d6taill6es ci- 
dessus. 
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